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ANNEXE

Al. L’ approximation par élémentsfinis

Le principe de la méthode des ééments finis consiste a discrétiser le domaine
d éude en sous domaines élémentaires de dimension finie. Sur chacun de ces
éléments, la fonction inconnue est approchée par un polynéme.
Al.1 Lafonction d’interpolation

Le potentiel (vecteur ou scalaire) est exprimé sur chaque éément par un
polynéme caractérisé par sa dimension et son ordre, il est construit de maniere a etre
continu sur I'éément. Dans notre éude précédente en axisymétrique on va choisir des
éléments triangulaires du premier ordre [27] lafigure (A1.1).

Ui(r,z)

le(rk,Zk) Ui(ri,zii)

v

Fig.A1.1: unéément triangulaire du premier ordre.

Lafonction d’interpolation sur chaque élément sera sous la forme suivante :

U®=a,+a,r+a,z (ALl
Donc :

Uf(r.z)=a,+a,r+a,z (Al2)
Ufi(r,z)=a,+a,r +a,z (AL3)

Ug(n,z) =a,+a, r +a, z, (Al4)
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Avec .

a,=1D|(rz.- . z)U, - (hz-z)U - (rz-1,2) U] (A15)

a,=1D|(z,- z) U, - (z- ) U;- (z - 2) U] (AL.6)

a, =1D|(r- 1)U - (r-r)U; - (r;- r) U] (AL.7)
a1 2

D=3 1 zU=(r- 1)@~ 2)- (h-1)(7- 2) (AL8)
g rn zf

La fonction d'interpolation d' un éément en fonction du potentiel sur chaque neeud

S écrive comme sulit :
e - NNE e
u=(rz= a Uij(r,z) (A1.9)
J

alors I’ équation (A1.9) s exprime par larelation suivante :

U®=N, U, +N, U, +N.U, (A1.10)

On déduit les fonctions de forme :

N°®(r,2) :i(a+ br +c2) (A1.11)
2D

NF(r,2) = —(a +Br +62) (AL12)
2D

N7 (r,2) =2—:|Lj(aj +br+c,2) (A1.13)

N, (r,2) :2—:|L3(ak +br+c2) (A1.14)
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Les coefficients des fonctions de forme sont définis S dessous :

a=rz-nz ybh=z-2  ,c=r-1

Q=nz-rz ,b=z-2% , =61y
8 =rz-rz ,bk:zi-zj , G = - T,
Avec :

i, j, K : numérotation des nceuds.
US, U5, U%: lesvaleurs nodales de U.
NS ,N% ,N% : fonctions de forme.
A : c'est deux fois |’ aire du triangle.
(ri,z), (ri,z), (rc, z) : coordonnées nodales dans le repere cylindrique.
ap, 01, oy : coefficients.
&,a,a,bi,b,b,c,c,c: coefficients.
Al.2 Formulation variationnelle
La formulation variationnelle a I'avantage de conduire directement a la
résolution d'un systéme d'équations algébriques. Elle est décrite en fonction du
potentiel (vecteur, scaaire).
La formulation générale d'un phénomene électromagnétique (modéle statique ou
dynamique) est régie par larelation suivante [27] :

FU) = @P(NU)?- (KU)?+2gU] dw (A1.15)

dansle cas statique on a: K=0

avec :

P: peut étre un scalaire ou un tenseur, il peut représenter une permittivité, une
perméabilité ou une conductivité, il dépend du modéle a étudier.

g : lasource du systéme qui présente la densité de courant J(en magnétodynamique et
magnétostatique) comme elle peut étre une charge volumique p (en électrostatique) ou
nulle (en électrocinétique).

K : c’est un coefficient qui dépend de la conductivité et de la fréquence.
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A1.3 Laformulation du modéle magnétodynamique

En magnétodynamique les matériaux soumis a des champs magnétiques sont le
siege de courant de Foucault. Ce dernier dépend de la fréquence des sources
aternative.

L’expression de la fonctionnelle d’ énergie éectromagnétique sous une forme

variationnelle dans un systéme magnétodynamique s écrit comme suit :

F = Gj= BH-JA] aw (AL.16)
@
1
F = (f{— B2 - JA] dW A1.17
SNﬂZm ] ( )
B=RA = rotA (A1.18)

En axisymétrique I’ induction a la forme suivante :

p=2TA TAG oA TAG A TAG (A1.19)
erfa Yzg efz Trg er Ir 99go

L’ étude en 2D en tenant compte uniquement du potentiel Ay nous amene aux relations

suivantes :
S T
B, =- AT &y, TA Y (A1.20)
1z er Trog
dQ=2nrdrdz (A1.21)
J, =J.+J; :JS+SM’- (A1.22)
qt

Selon I’ hypothese du régime sinusoidale :
T_. 2
—=iw (I"=-1
1t ( )
NouS aurons :

J, =, +isw A (A1.23)
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I—II : Champ magnétique,

é : Induction magnétique,

J, : Densité de courant d’ éxitation,
J: : Courant induit (Foucault).

En remplagant les équations (A1.20), (A1.22), (A1.23) dans I’ éguation (A1.17)
(avec Ap=A) on obtient :

AGU
F= c‘g‘jl : %[—Ag (i:aéﬁ+—— G+iswA® - AJS§2p rdr dz (Al1.24)
12m@eﬂ2ﬂ elr rag b

F=c‘o‘j| 1 eaé[Ao aéTAQ 1A

N
+C—*% +2A—+ AP(1+iSWA® - ArJSyZp dr dz (A1.25)
2m@e‘HZﬂ efro fIr g b

La fonction d’interpolation peut s écrire en fonction de la fonction de forme, en
prenant le potentiel vecteur constant, elle comme suit :

A(r,2)=N"(r,z) A=AT N(r,2)

(A1.26)

IAMZ) _INT(1,2) , _ 7 INC2)

L1z Je Tz (AL27)

PTAC2) _INT(L2) , _ e ING2)

T 1 fir
En remplagant I’ équation (A1.27) dans |’ éguation (A1.25) onaura:

T T T

F :r:'igA ININ A+AT r 1N N —A+2AT N."N A+ATNN AuswATNN A- N"J A 2pdrdz

f2mg . Tz Tz aK I b
(A1.28)

Lafonctionnelle d’ énergie s écrit sous forme matricielle comme suit :
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F=1/2A"TMA-FA (A1.29)
Avec :

M : matrice globale.

F' : matrice source globale.

NNe : nombre des nceuds élémentaires.

Alors d aprés les éguations (A1.28) et (A1.29) les matrices globales auront les formes
suivantes :

}ng'ﬂz R 2N ﬂ;:T + NNT§+iszNTZZp drdz (A1.30)

‘| A T T
L LENINT NN

F=@2prJ N drdz (A1.31)

Pour larésolution du systéme on passe par la minimisation de fonctionnelle :

EZO a\/a::k:].,NNe
NNe
%:ém;Aj- F=0 (A1.32)
i=1
b MfA =F° (A1.33)
Avec

M . lamatrice élémentaire.

F° : lamatrice source élémentaire.
La représentation des matrices sur chaque élément s’ écrivent comme suit :

} A e el e el of l:l
'\"ezc‘ﬁl'igﬂw L INCIN e TN +NNTa+iszNT§2pdrdz(A1.3
fmgfz 9z I fr Ir g b

4)
Fe=¢2p rd, N® drdz (A1.35)
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Le calcul des matrices élémentaires au niveau de |’ édément étudié auparavant est tres
compliqué.

Afin de simplifier ces calculs, on va présenter nos matrices sur un éément de
référence qu’ on va décrire si dessous.

Al3.la. L’ éément deréférence:

De maniere a simplifier la définition anaytigue des ééments de forme
complexe, nous introduisons la notion d’ élément de référence E; qui et un éément de
forme simple et peut étre transformé en un élément réel E. ,par une transformation
géométrique bien définie t .

Par exemple dans le cas d'un élément triangulaire du premier ordre on a la figure
(AL1.2):

V a Z a
(r;,2)
T
(0,1) > E. (v 20
(ri,z)
E
(0,0) (10) U r
@ (b)

Fig.A1.2: (a) Elément de référence, (b) Elément réel.
Les fonctions de forme associées pour chaque neeud du triangle de référence
sont définies par :

N =1-U-V (A1.36)
N, =U (AL1.37)

N, =V (A1.38)
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AVec:
N =<;N,-% (Al. 39
&N,

Pour calculer lesintégrales de nos formulations et leur matrices sur un élément de

référence, on utilisera la transformation suivante :

af(r,2) dr dz= gf(r(u,v),z(u,v)) detd du dv (A1.40)
Qe QI’
avec .

é‘ﬂN N, 9N, uer 2.0

J=glu  fu 'nu LU €~ 7~ 3u A1.41
eﬂN ﬂN ﬂNkuA Zjlil grk_ri Zk_ZiH ( )
év v v g & %d

p detd=(r,- r)(z - z)- (r.-r)(z-3z)=D (A1.42)
J: Lamatrice jacobéenne.

A : deux foisI’air du triangle.

Alors le calcul des matrices (A1.34) et (A1.35) sur I’éément de référence est défini

par les relations suivantes :

1 v=l-u } A e eT e el el
MEZ 3 O rl,le'ﬂé NTINT | INTANT L ope N, NNTu+|25WNNT§2p Ddudv
u=0 v=0 T mé ﬂZ ﬂZ ﬂr ﬂl’ ﬂr g b
(A1.43)
- 1 v=1l-u
F® = O (R rJ DN dudv (A1.44)
u=0 v=0

Selon des expériences et des recherches qui on été faites, les matrices (A1.43) et

(A1.44) présentent des problémes de singularité.
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Afin de résoudre ce probléme, des approximations est définie par les deux relations

suivantes :
A=r?A (A1.45)
J=rJ (A1.46)

d peut prendre des valeurs (-1, 1, %2) , cestrois choix sont déterminées
expérimentalement. En magnétodynamique on a choisi a faire la formulation d’ une
seule approximation, en prenant :
60=-1 P A=rAetJ=rJd
A1.3.1.b L'approximation pour A'’=r AetJ=rJ

On remplace le potentiel A=A’/r et ladensité du courant J=J/r dans|’ égquation

(A1.25) en obtient :

F= c‘ﬁ-! : %ﬁg éadT—Q 3+ISWA'2- A'J'Eyp dr dz (A1.47)
m@e‘ﬂz g efrog b

Les matrices élémentaires sont représentées sur |’ éément de référence comme suit :

1 v=l-uq} el eT
M®*=0 0 Elleﬂé— INT, INTAN |2$WNNT§2p Ddudv (A1.48)
vovo FfMagflz Tz fir g b
1 v=l-u
Fe' = 00" 2p J DNdudv (A1.49)
u=0 v=0
Remarque :

L’ avantage de cette approximation réside dans la symétrie de ses matrices
élémentaires qui occupent moins d’ espace mémoire par rapport ades matrices non

symétriques.



